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交通流には，カーブや道路勾配のような道路線形や規制速度，車線数，車線規制に起因する運転挙動の
変化という異質性や，車両ごとの反応時間や最高速度，速度変化の特性，区間特性に対する応答性の違い
による運転挙動の変化という不確実性が存在する．本研究では，これらの要素をマクロ交通流モデルの確
率的拡張として表現し，そのモデルの解析近似による求解法を提案した．そして，提案モデルと数値解法
の性質を検証した．さらに，提案モデルが実際の交通流に生じる複雑な現象を再現可能であることを確認
するとともに，モデルを用いてその現象のメカニズムを分析した．
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1. はじめに

交通渋滞は重要な社会課題である1)．交通渋滞に
より旅行時間が増加し，利用者の自由時間が減少す
るためである．また，渋滞中の加減速は，乗客の快
適性を低下させ車両の消費エネルギー量を増加させ
る2)．そのため，交通渋滞などの交通現象を表現で
きる交通流の分析が必要である．
現実の交通流には，異質性と不確実性が存在する．

まず，異質性は，区間ごとの道路特性が異なるとい
う区間異質性（例：カーブや勾配などの道路線形，規
制速度，車線数，車線規制3)–5)）と，車両ごとの運転
特性が異なるという車両異質性（例：反応時間，停
車時車頭距離，最高速度，許容加速度5), 6)）の 2つが
ある．次に，不確実性は，事前の正確な確定が困難
な要因（例：走行中の車両がもつ車両異質性，天候，
交通需要，車両位置）がある．
これらの相互作用により複雑な交通現象が発生

する．まず，交通容量などが確率的に変動しうる．
また，より複雑な現象として stop-and-go 波がある．
Stop-and-go波とは，渋滞中に車両が減速と加速を繰
り返す現象である7)．この現象を表すと図-1になる．

図-1の通り stop-and-go波では，ボトルネックを先頭
にした渋滞領域内で高密度と低密度の領域が交互に
発生する．渋滞を招くボトルネックは，主に区間異
質性により発生する3), 4)．渋滞状態下で stop-and-go
波が，運転挙動の不確実性により発生するといわれ
ている2)．
より詳細には，stop-and-go波について以下の研究
がなされている．Lavalら7)は，この運転挙動の不確
実性をモデル化し，stop-and-go波の発生メカニズム
を明らかにした．Lavalら7)は，車両の不均一な加減
速過程により stop-and-go波が発生すると示した．こ
の不均一な加減速過程は，積極的な運転者と臆病な
運転者の 2通りに分類できるとした．積極的な運転
者の場合，車頭距離を定常状態よりも小さくし，その
後強い減速によって定常状態の車頭距離になる．一
方，臆病な運転者の場合は，逆に車頭距離を定常状
態よりも大きくした後に，加速によって定常状態の
車頭距離になる．Lavalら7)は，このような平衡状態
から逸脱して再び平衡に復帰する一連の非平衡の過
程により stop-and-go 波が発生すると示した．Zheng
ら2) は，区間異質性によるボトルネックにおいても
同様のメカニズムの成立を確認した．Zhengら2) は，
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図-1 Stop-and-go波での密度分布

加速度制約だけでは stop-and-go波の再現には不十分
であり，車両ごとに時刻によって変化する希望車頭
時間の変化が stop-and-go波の再現に必要であると示
した．このように，stop-and-go波は，車両内異質性
という特定の車両が位置を変化させるに従い変化す
る異質性の不確実性により発生する交通現象である．
このような複雑な現象は交通流の挙動に大きな影

響を与えうるため，異質性と不確実性のもとでの交
通流モデルは重要である．例えば，異質性のもとで
のマクロ交通流モデルとして，区間や車両ごとに交
通流基本図のパラメータを定めるものがある1), 8), 9)．
一方で，不確実性のもとでのマクロ交通流モデルと
して，確率的マクロ交通流モデルが定式化されてき
た10)–12)．しかし，ほとんどの場合では，確率的マク
ロ交通流モデルは解析的に厳密に解けない．そのた
め，交通状態の確率分布を解析的あるいは数値的に
近似する研究が多い10)–12)．解析的な近似手法の多く
は，特定の条件下では数値的な近似手法であるモン
テカルロ法に比べて計算量が小さい10)．そのため，
計算量の削減や理論的な分析に解析的な近似手法は
有用である．その中の一つである解析近似は，確率
的マクロ交通流モデルの解をある仮定のもとで簡易
的に求める手法である．
より詳細には，確率的マクロ交通流モデルの解析

近似手法について以下の研究がなされている．Wada
ら10)は，確率的最短経路探索を用いて不確実な需要
下でのモデルを提案した．また，高安ら11)は，Wada
ら10) の手法を改良し区間と車両の異質性を含めな
い不確実な運転挙動のもとでのモデルを提案した．
Sumaleeら12) は，混合正規分布を用いて不確定な需
要下での区間異質性を含めた不確実な運転挙動のも
とでのモデルを提案した．他にも，Zheng ら13) は，

不確実な運転挙動のもとでのモデルを提案した．し
かし，著者の知る限りでは，区間異質性・車両異質
性・不確実性の全てをまとめて扱う解析近似手法は
提案されていない．
既往研究でこういったモデルが提案されてこな
かったのは，区間と車両の異質性下の運転挙動の表
現の困難さが原因と考えられる．既往研究で用いら
れてきたマクロ交通流モデルは，ある時刻の車両位
置や，ある地点の累積車両台数を用いて交通流を表
す10)–12)．そのため，特定の地点かつ特定の車両ごと
に異なる運転挙動の反映が困難である．この解決策
として，ある車両の特定地点の通過時刻に着目する
マクロ交通流モデルの活用が考えられる14)．このよ
うなモデルを Tモデルという14)．Tモデルのもとで
は，地点に依存する区間異質性と車両に依存する車
両異質性による運転挙動の変化が記述しやすい．ま
た，異質性と不確実性のもとでの確率的 Tモデルは，
Wadaら10) が定式化した確率的マクロ交通流モデル
と構造的に類似している．そのため，Wadaら10) の
解析近似を応用すると，区間と車両の異質性のもと
での確率的な Tモデルの解析近似を導出できる可能
性がある．
本研究の目的は，区間と車両の異質性と不確実性
のもとでの確率的マクロ交通流モデルの解析近似手
法の提案である．最初に，その手法を提案する．そ
して，提案手法の有効性を評価するために近似手法
の計算精度を評価する．最後に，提案手法を用いて
異質性と不確実性が交通流に与える影響を評価する．

2. 提案手法の定式化

区間と車両の異質性と不確実性がある場合の確率
的マクロ交通流モデルの解析近似手法を提案する．
最初に，均質なマクロ交通流モデルを異質性と不確
実性のもとで拡張する．そして，確率分布と近似計
算の性質を仮定してそのモデルの解析近似手法を提
案する．

2.1 提案モデルの定式化
区間と車両の異質性と不確実性がある場合の確率
的マクロ交通流モデルを定式化する．最初に，均質
なマクロ交通流モデルを示す．均質的なマクロ交通
流モデルは集計的な交通流を取り扱うモデルの一つ
である．このモデルでは運転挙動を集計的な交通状
態の関係として表す．ここでは，特定の運転挙動モ
デルのもとで知られる均質なマクロ交通流モデル14)

を示す．次に，このモデルのパラメータに異質性が
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ある場合のモデルを構築する．ここで，異質性とは
区間と車両ごとに運転挙動が異なるという性質を表
す．そのために，区間と車両ごとに異なる運転挙動
のパラメータを用いてその性質を表す．この運転挙
動のもとでこのモデルを拡張する．最後に，そのモ
デルのパラメータに不確実性がある場合のモデルを
構築する．ここで，不確実性とは事前の把握が困難
な要素と推定の不確かさの 2つを表す．この 2つを
表現するために，運転挙動のパラメータと交通流を
確率変数として取り扱う．これらを用いてそのモデ
ルを確率的に定式化する．
a) 均質性マクロ交通流モデル
マクロ交通流モデルは，集計的な交通流を取り扱

うモデルである1)．交通流をある車両 𝑛 が特定の位
置 𝑥を通過した時刻 𝑡 で表すと，

𝑡 = 𝑇 (𝑛, 𝑥) (1)

となる．この 𝑛，𝑥による変化により交通流を記述す
るマクロ交通流モデルを Tモデルと呼ぶ14)．Tモデ
ルを時空間図により表現すると図-2となる．図-2の
黒線は車両の走行軌跡を表す．図-2で示すように，T
モデルは 𝑛や 𝑥ごとに 𝑡 を求めるモデルである．
マクロ交通流モデルでは，運転挙動を集計的な

交通状態の関係として表す1)．これを交通流基本図
（Fundamental Diagram: FD）という．FDのうち，よ
く用いられるものに三角形 FDがある1), 15)．この FD
のペース 𝑝と車頭時間 ℎの関係 𝐻 は，

ℎ = 𝐻 (𝑝)

> 𝜏 + 𝛿𝜂 if 𝑝 = 𝜂

= 𝜏 + 𝛿𝑝 otherwise
(2)

と表される14), 15)．ただし，𝜂 は自由流ペース，𝛿 は
停車時車頭距離，𝜏は反応時間を表す．

Lavalら14) は三角形 FDの場合の離散化 Tモデル
の解法を提案した．離散化 Tモデルの解法は，車両
離散化幅を 𝛥𝑛，地点離散化幅を 𝛿𝛥𝑛とし，

𝑇𝑥̃,𝑛̃ = max
(
𝑇𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿𝜂, 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛𝜏

)
(3)

となる．ここで，𝑇𝑥̃,𝑛̃ は地点番号 𝑥 を車両番号 𝑛̃が
通過した時刻である．式 (3)の第一項は自由流状態
での通過時刻を表し，第二項は渋滞状態での通過時
刻を表す．この関係を表すと図-3 になる．ここで，
所要時間を矢印の右に示した．また，格子点はそれ
ぞれ 𝑇𝑥̃,𝑛̃ に対応する．
b) 異質性マクロ交通流モデルの定式化
式 (2)に示した三角形 FDを異質性のもとで拡張す

る．ここでは，区間と車両ごとに FDのパラメータ
が異なるという異質性を考える．これは，車両や道
路区間ごとに FDが異なるという吉田ら5) の既往研
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図-3 Tモデルの概要

究と整合的であり，現実的と考えられる．
車両異質性は車両 𝛥𝑛 台ごとに離散化して区別す
る．ここから，ある車両番号 𝑖 に対応する実際の累
積車両台数 𝑛𝑖 は，

𝑛𝑖 = 𝛥𝑛𝑖 (4)

になる．よって，車両の離散化番号 𝑖 に対応する累
積車両台数の範囲は (𝑛𝑖−1, 𝑛𝑖] となる．
区間異質性は，特定の区間長ごとに離散化して区
別する．ある区間番号 𝑗 に対応する区間の区間長は，
𝛥𝑛𝛿 𝑗 に等しいとする．ここで 𝛿 𝑗 は区間番号 𝑗 に対
応する区間での停車時車頭距離である．これは，離
散化 Tモデルにおいて離散化誤差が発生しないよう
にするためである．ここから，ある区間番号 𝑗 に対
応する区間の開始地点 𝑥 𝑗 は，

𝑥 𝑗 =
𝑗∑

𝑘=0
𝛥𝑛𝛿𝑘 − 𝛥𝑛𝛿 𝑗 (5)

となる．よって，区間の離散化番号 𝑗 に対応する区
間の位置範囲は [𝑥 𝑗 , 𝑥 𝑗+1)となる．
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以上から式 (2)の離散化を行う．区間番号 𝑗 で車
両番号 𝑖での自由流ペースを 𝜂 𝑗 ,𝑖，区間番号 𝑗 で車両
番号 𝑖での反応時間を 𝜏𝑗 ,𝑖，区間番号 𝑗 での停車時車
頭距離 𝛿 𝑗 とする．このとき，ある区間番号 𝑗 で車両
番号 𝑖での FD𝐻 𝑗 ,𝑖 は，

ℎ = 𝐻 𝑗 ,𝑖 (𝑝)

> 𝜏𝑗 ,𝑖 + 𝛿 𝑗𝜂 𝑗 ,𝑖 if 𝑝 = 𝜂 𝑗 ,𝑖

= 𝜏𝑗 ,𝑖 + 𝛿 𝑗 𝑝 otherwise
(6)

となる．
FDが式 (6)に従い車両と位置ごとの異質性を持つ

場合の Tモデルを定式化する．このモデルを異質性
Tモデルと呼ぶ．ここで，車両離散化幅 𝛥𝑛とする．
また，地点離散化幅は，区間 𝑗 ごとに異なり 𝛥𝑛𝛿 𝑗 と
する．ここで 𝑥を地点番号，𝑛̃を車両番号，地点数を
𝑁𝑥，異質性 Tモデルの地点番号 𝑥で車両番号 𝑛̃での
解を 𝑇𝑥̃,𝑛̃ とする．式 (3)に式 (6)を代入すると，

𝑇𝑥̃,𝑛̃ = max
(
𝑇𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃,

𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛𝜏𝑥̃,𝑛̃
)

(7)

になる．異質性 Tモデルの境界条件は，各車両のリ
ンク流入時刻 𝑇0,𝑛̃，𝜂 𝑗 ,𝑖，𝜏𝑗 ,𝑖，𝛿 𝑗 である．
最終地点 𝑁𝑥 − 1の車両通過時刻 𝑇𝑁𝑥−1,𝑛̃ を決定す

る際に先行車両がリンクに存在しない．そのため，
最終地点を走行する車両は自由流状態となる．その
ため，最終地点 𝑁𝑥 − 1に限り，𝑇𝑁𝑥−1,𝑛̃ は，

𝑇𝑁𝑥−1,𝑛̃ = 𝑇𝑁𝑥−2,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿𝑁𝑥−2𝜂𝑁𝑥−2,𝑛̃ (8)

と定まるとする．
同様に，先頭車両は常に先行車両が存在しない．

そのため，先頭車両は常に自由流状態となる．先頭
車両の車両通過時刻 𝑇𝑥̃,0は，

𝑇𝑥̃,0 = 𝑇𝑥̃−1,0 + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂 𝑥̃−1,0 (9)

と定まるとする．
Tモデルは，有向非巡回グラフにおける最長経路

探索問題として定式化できる．このようなグラフ
は図-4である．図-4において枝の費用は矢印に横に
書かれたものである．各格子点は 𝑇𝑥̃,𝑛̃ に対応する．
格子点の左下の数字は計算順序を表す．すると，T
モデルの求解法は，ダミーの出発ノードから各地点
番号 𝑥 かつ各車両番号 𝑛̃の対応するノードへの 1対
多の最長経路探索問題と同じである．
有向非巡回グラフにおける最長経路探索問題は，

効率的に計算できる16)．計算順序は図-4の各格子点
の左下にある数字の順である．
c) 異質性マクロ交通流モデルの確率的拡張
第 2.1.b)節で示した異質性 Tモデルを確率的に拡
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図-4最長経路探索問題による Tモデルの解法

𝑝

ℎ

O 𝜂 𝑗 ,𝑖

𝜏𝑗 ,𝑖
𝛿 𝑗

ペースと車頭時間の不確実性
ペースと車頭時間の期待値

図-5異質性と不確実性下での FDの概形

張する．具体的には，𝜂 𝑗 ,𝑖 と 𝜏𝑗 ,𝑖 が不確実で確率変数
であるときに，𝑇𝑥̃,𝑛̃ も確率変数となる確率的 Tモデ
ルを構築する．ここで，𝛿 𝑗 を確率変数とすると，あ
る地点番号 𝑥 あるいは区間番号 𝑗 に対応する地点あ
るいは区間の位置が確率的に変動するため，離散化
誤差が発生する．そのため，𝛿 𝑗 は確率変数とせず，
他の変数である 𝜂 𝑗 ,𝑖，𝜏𝑗 ,𝑖，𝑇𝑥̃,𝑛̃ を確率変数として扱
う．この FDは図-5と表せる．𝜂 𝑗 ,𝑖 と 𝜏𝑗 ,𝑖 の不確実性
の影響範囲を灰色で示した．
確率的 Tモデルは異質性 Tモデルと同様の境界条
件から，自由流ペース，反応時間，Tモデルの解の
同時確率分布を定めるものである．境界条件を述べ
る．𝜂 𝑗 ,𝑖 と 𝜏𝑗 ,𝑖，𝑇0,𝑖 − 𝑇0,𝑖−1はそれぞれ値が 0以下に
なる確率が 0であるような任意の連続確率分布に従
うとする．𝑇0,0 は任意の連続確率分布に従うとする．
𝛿 𝑗 は 0より大きな実数とする．確率的 Tモデルの計
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算式は，式 (7)と同様に，
𝑇𝑥̃,𝑛̃ = max

(
𝑇𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃,

𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛𝜏𝑥̃,𝑛̃
)

(10)

と表せる．

2.2 提案モデルの解析近似手法
第 2.1.c)節で定式化した確率的 Tモデルの厳密解

を解析的に得るのは困難である．そこで，その解を
一定の条件下で解析的に近似して求める手法を開発
する．具体的には，Wada et.al.10) の解析近似手法と
同様に，𝑇𝑥̃,𝑛̃ は全ての格子点で正規分布に近似でき
ると仮定する．そのために，第 2.2.a)節で，その近
似に基づき提案する確率的 Tモデルの解の解析近似
手法とその計算アルゴリズムを示す．
a) 確率的 Tモデルの解析近似の計算手法
交通流の期待値と，分散，境界条件による勾配の

解析近似を求める．確率変数 𝑈 の境界条件による勾
配とは ∇𝑈 である．ただし，作用素 ∇は，

∇ =
𝑁U−1∑
𝑘=0
®𝑒𝑘

𝜕

𝜕𝑈𝑘
(11)

である．ここで，𝑁U は境界条件の確率変数の個数
を，®𝑒𝑘 は 𝑘 番目の 𝑁U 次元の標準基底ベクトルを，
𝑈𝑘 は 𝑘 番目の境界条件の確率変数を表す．この勾
配は，交通状態の変化が最大となる境界条件の変化
の方向を表すという重要性を持つため求める．ここ
で，表現を簡潔にするため式 (10)を最大化の前半の
項 𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃，後半の項 𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃，最大化により得られた実際の
通過時刻 𝑇𝑥̃,𝑛̃ に分けて表す．つまり，

𝑇𝑥̃,𝑛̃ = max(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃, 𝑡
𝑐
𝑥̃,𝑛̃) (12)

𝑡
𝑓
𝑥̃,𝑛̃ = 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃ (13)

𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃ = 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛𝜏𝑥̃,𝑛̃ (14)

の期待値と，分散，境界条件による勾配を近似する．
このとき，この 3要素の関係を表したのが図-6であ
る．自由流状態での通過時刻である 𝑡

𝑓
𝑥̃,𝑛̃ と渋滞状態

での通過時刻 𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃ の分布を近似し，この 2つから実
際の通過時刻 𝑇𝑥̃,𝑛̃ を近似する．ただし，ある確率変
数𝑈に対して，期待値を E(𝑈)，分散を V(𝑈)とする．
また，境界条件の分散共分散行列を Σとする．
前半の項の期待値と，分散，境界条件による勾配
を求める．確率変数の和の性質より，これらは近似
なしで，

E(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃) = E(𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1E(𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃) (15)

V(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃) = V(𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) + 𝛥𝑛2𝛿2
𝑥̃−1V(𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃)

+ 2𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1∇𝑇>𝑥̃−1,𝑛̃Σ∇𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃ (16)

∇𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃ = ∇𝑇𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1∇𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃ (17)

と表せる．
後半の項の期待値と，分散，境界条件による勾配
を求める．確率変数の和の性質より，これらは近似
なしで，

E(𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃) = E(𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1) + 𝛥𝑛E(𝜏𝑥̃,𝑛̃) (18)

V(𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃) = V(𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1) + 𝛥𝑛2V(𝜏𝑥̃,𝑛̃)

+ 𝛥𝑛∇𝑇>𝑥̃+1,𝑛̃−1Σ∇𝜏𝑥̃,𝑛̃ (19)

∇𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃ = ∇𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛∇𝜏𝑥̃,𝑛̃ (20)

と表せる．
実際の通過時刻の期待値と，分散，境界条件によ
る勾配を求める．𝑇𝑥̃,𝑛̃ の期待値と分散は，クラーク
近似17) を用いると，

E
(
𝑇𝑥̃,𝑛̃

)
= 𝜈1 (21)

V
(
𝑇𝑥̃,𝑛̃

)
= 𝜈2 − 𝜈2

1 (22)

と近似される．ここで，

𝜈1 = E(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃)Φ(𝛾) + E(𝑡
𝑐
𝑥̃,𝑛̃)Φ(−𝛾) + 𝑎𝜙(𝛾) (23)

𝜈2 =
(
E(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃)

2 + V(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃)
2
)
Φ(𝛾)

+
(
E(𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃)2 + V(𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃)

)
Φ(−𝛾) (24)

+
(
E(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃) + E(𝑡

𝑐
𝑥̃,𝑛̃)

)
𝑎𝜙(𝛾) (25)

𝛾 =
E
(
𝑡
𝑓
𝑥̃,𝑛̃

)
− E

(
𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃

)
𝑎

(26)

𝑎 = 2

√
V
(
𝑡
𝑓
𝑥̃,𝑛̃

)
+ V

(
𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃

)
− 2∇𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃

>
Σ∇𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃ (27)

である．ここで， Φは標準正規分布の累積確率密度
関数を，𝜙 は標準正規分布の確率密度関数を表す．
𝑇𝑥̃,𝑛̃ の境界条件による勾配は，式 (26)と式 (27)のも
とで，

∇𝑇𝑥̃,𝑛̃ = Φ(𝛾)∇𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃ + (1 −Φ(𝛾))∇𝑡
𝑐
𝑥̃,𝑛̃ (28)

と近似される．
図-4に示す離散化された図と同様に計算順序を表
すと図-7になる．各点は，地点番号 𝑥 で車両番号 𝑛̃

の 𝑇𝑥̃,𝑛̃ を表す．各点の左下にある数字は，計算順序
を表す．丸がつけられた点は，現在計算される点を
表す．各点の右下のベクトルは，その点に対応する
𝑇𝑥̃,𝑛̃ の期待値と，分散，境界条件による勾配をそれ
ぞれ表す．また，各点に付随する矢印は，その点の
計算に必要な前の点を表す．この矢印の費用と，𝑇0,𝑛̃

が確率的 Tモデルの境界条件である．この計算アル
ゴリズムを示すとアルゴリズム-1 のとおりである．
アルゴリズム-1は提案手法の計算方法を手続き的に
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車両番号

地点番号

実際の
通過時間

確率密度

E(𝑇𝑥̃,𝑛̃)V(𝑇𝑥̃,𝑛̃)

渋滞状態の
通過時刻

確率密度

E(𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃)V(𝑡𝑐𝑥̃,𝑛̃)

自由流状態の
通過時刻

確率密度

E(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃)V(𝑡 𝑓𝑥̃,𝑛̃)

渋滞状態での
最速通過時刻

自由流状態での
最速通過時刻

図-6通過時刻の近似

示す．アルゴリズムの実行終了時に Tモデルの解の
期待値，分散，勾配が求められる．1行目から 6行
目までで，先頭車両の通過時刻が計算される．7行
目から 32行目までで，先頭車両を除いた車両の通過
時刻が計算される．この内，8行目から 26行目まで
が，先行車両がいる場合の通過時刻計算に対応する．
一方で，27行目から 31行目までが，最終地点の通過
時刻計算に対応する．ただし，変数は表-1のとおり
である．また中間値として 𝑎，𝛾，𝜈1，𝜈2 を用いる．
表-1はアルゴリズム-1で用いられるパラメータと出
力値の説明を表す．出力値は，Tモデルの解の期待
値 𝑇E

𝑥̃,𝑛̃ ，分散 𝑇V
𝑥̃,𝑛̃，勾配 𝑇∇𝑥̃,𝑛̃ である．それ以外の変

数は所与の値である．
b) 交通状態の近似手法

Tモデルの 𝑇 (𝑛, 𝑥) はある車両 𝑛がある地点 𝑥 に到
着する確率的旅行時間である．求まった 𝑇𝑥̃,𝑛̃ から，
より扱いやすい交通状態変数，すなわち流率 𝑞，密
度 𝑘，ペース 𝑝（速度の逆数），車頭時間 ℎ（流率の
逆数）を求める手法を構築する．
𝑇𝑥̃,𝑛̃ の期待値と，分散，境界条件による勾配から
ペース，車頭時間，流率，密度の期待値と，分散，境

𝑛̃

𝑥

0𝑇0,𝑛̃

1

2

3

0

©­­­«
E
(
𝑇0,0

)
V
(
𝑇0,0

)
∇𝑇0,0

ª®®®¬

𝑇0,0

1

©­­­«
E
(
𝑇0,1

)
V
(
𝑇0,1

)
∇𝑇0,1

ª®®®¬

𝑇0,1

2

©­­­«
E
(
𝑇0,2

)
V
(
𝑇0,2

)
∇𝑇0,2

ª®®®¬

𝑇0,2

1 ©­­­«
E
(
𝑇1,0

)
V
(
𝑇1,0

)
∇𝑇1,0

ª®®®¬

𝑇1,0

2 ©­­­«
E
(
𝑇2,0

)
V
(
𝑇2,0

)
∇𝑇2,0

ª®®®¬

𝑇2,0

3 ©­­­«
E
(
𝑇3,0

)
V
(
𝑇3,0

)
∇𝑇3,0

ª®®®¬

𝑇3,0

4 ©­­­«
E
(
𝑇1,1

)
V
(
𝑇1,1

)
∇𝑇1,1

ª®®®¬

𝑇1,1

5 ©­­­«
E
(
𝑇2,1

)
V
(
𝑇2,1

)
∇𝑇2,1

ª®®®¬

𝑇2,1

6 ©­­­«
E
(
𝑇3,1

)
V
(
𝑇3,1

)
∇𝑇3,1

ª®®®¬

𝑇3,1

7 ©­­­«
E
(
𝑇1,2

)
V
(
𝑇1,2

)
∇𝑇1,2

ª®®®¬

𝑇1,2

8 ©­­­«
E
(
𝑇2,2

)
V
(
𝑇2,2

)
∇𝑇2,2

ª®®®¬

𝑇2,2

9 ©­­­«
E
(
𝑇3,2

)
V
(
𝑇3,2

)
∇𝑇3,2

ª®®®¬

𝑇3,2

図-7解析近似手法の逐次計算の順序

界条件による勾配を近似する．まず，ペース 𝑝 𝑥̃,𝑛̃は，
中心差分法を用いると，

𝑝 𝑥̃,𝑛̃ =
𝑇𝑥̃+1,𝑛̃ − 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃

𝛥𝑛 (𝛿 𝑥̃−1 + 𝛿 𝑥̃)
(29)

と近似される．よって，𝑝 𝑥̃,𝑛̃ の期待値は，

E(𝑝 𝑥̃,𝑛̃) =
E(𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) − E(𝑇𝑥̃−1,𝑛̃)

𝛥𝑛 (𝛿 𝑥̃−1 + 𝛿 𝑥̃)
(30)

と表される．𝑝 𝑥̃,𝑛̃ の分散は，

V(𝑝 𝑥̃,𝑛̃) =
V(𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) + V(𝑇𝑥̃−1,𝑛̃)
(𝛥𝑛)2 (𝛿 𝑥̃−1 + 𝛿 𝑥̃)2

− 2
∇𝑇>𝑥̃+1,𝑛̃Σ∇𝑇𝑥̃−1,𝑛̃

(𝛥𝑛)2 (𝛿 𝑥̃−1 + 𝛿 𝑥̃)2
(31)

と表される．𝑝 𝑥̃,𝑛̃ の境界条件による勾配は，

∇𝑝 𝑥̃,𝑛̃ =
∇𝑇𝑥̃+1,𝑛̃ − ∇𝑇𝑥̃−1,𝑛̃

𝛥𝑛 (𝛿 𝑥̃−1 + 𝛿 𝑥̃)
(32)

と表される．次に，車頭時間 ℎ 𝑥̃,𝑛̃ は，中心差分法を
用いると，

ℎ 𝑥̃,𝑛̃ =
𝑇𝑥̃,𝑛̃+1 − 𝑇𝑥̃,𝑛̃−1

2𝛥𝑛
(33)

と近似される．よって，ℎ 𝑥̃,𝑛̃ の期待値は，

E(ℎ 𝑥̃,𝑛̃) =
E(𝑇𝑥̃,𝑛̃+1) − E(𝑇𝑥̃,𝑛̃−1)

2𝛥𝑛
(34)

と表される．ℎ 𝑥̃,𝑛̃ の分散は，
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表-1確率的 Tモデルの解析近似の計算手法で用いられる記号
記号 名称 説明
𝑁𝑛 車両数 車両の総数
𝑁𝑥 区間数 地点の総数
𝛥𝑛 車両離散化幅 車両番号の離散化における幅
Σ 境界条件の分散共分散行列 境界条件の確率変数の分散共分散行列
𝜂E𝑗 ,𝑖 自由流ペースの期待値 区間 𝑗 で 𝑖の自由流ペース 𝜂の期待値
𝜂V𝑗 ,𝑖 自由流ペースの分散 区間 𝑗 で 𝑖の自由流ペース 𝜂の分散
𝜂∇𝑗 ,𝑖 自由流ペースの勾配 区間 𝑗 で 𝑖の自由流ペース 𝜂の境界条件による勾配
𝜏E𝑗 ,𝑖 反応時間の期待値 区間 𝑗 で 𝑖の反応時間 𝜏の期待値
𝜏V𝑗 ,𝑖 反応時間の分散 区間 𝑗 で 𝑖の反応時間 𝜏の分散
𝜏∇𝑗 ,𝑖 反応時間の勾配 区間 𝑗 で 𝑖の反応時間 𝜏の境界条件による勾配
𝛿 𝑗 停車時車頭距離 区間番号 𝑗 における停車時車頭距離
𝑇E
𝑥̃,𝑛̃ Tモデルの解の期待値 地点 𝑥で車両 𝑛̃の Tモデルの解の期待値

𝑇V
𝑥̃,𝑛̃ Tモデルの解の分散 地点 𝑥で車両 𝑛̃の Tモデルの解の分散

𝑇∇𝑥̃,𝑛̃ Tモデルの解の勾配 地点 𝑥で車両 𝑛̃の Tモデルの解の境界条件による勾配

V(ℎ 𝑥̃,𝑛̃) =
V(𝑇𝑥̃,𝑛̃+1) + V(𝑇𝑥̃,𝑛̃−1)

(2𝛥𝑛)2

−
∇𝑇>𝑥̃,𝑛̃+1Σ∇𝑇𝑥̃,𝑛̃−1

2(𝛥𝑛)2
(35)

と表される．ℎ 𝑥̃,𝑛̃ の境界条件による勾配は，

∇ℎ 𝑥̃,𝑛̃ =
∇𝑇𝑥̃,𝑛̃+1 − ∇𝑇𝑥̃,𝑛̃−1

2𝛥𝑛
(36)

と表される．そして，流率 𝑞 𝑥̃,𝑛̃ は，

𝑞 𝑥̃,𝑛̃ =
1

ℎ 𝑥̃,𝑛̃
(37)

と表される．このとき，𝑞 𝑥̃,𝑛̃ の期待値と分散は，中
村18)の方法を用いて近似すると，

E
(
𝑞 𝑥̃,𝑛̃

)
=

1
E(ℎ 𝑥̃,𝑛̃)

+ V(ℎ 𝑥̃,𝑛̃)
E(ℎ 𝑥̃,𝑛̃)3

(38)

V
(
𝑞 𝑥̃,𝑛̃

)
=

V
(
ℎ 𝑥̃,𝑛̃

)
E
(
ℎ 𝑥̃,𝑛̃

)4 − V
(
ℎ 𝑥̃,𝑛̃

)2
E
(
ℎ 𝑥̃,𝑛̃

)6 (39)

と近似される．𝑞 𝑥̃,𝑛̃ の境界条件による勾配は，

∇𝑞 𝑥̃,𝑛̃ = − 1
E(ℎ 𝑥̃,𝑛̃)2

∇ℎ 𝑥̃,𝑛̃ (40)

と表される．最後に，密度 𝑘 𝑥̃,𝑛̃ は，

𝑘 𝑥̃,𝑛̃ = 𝑝 𝑥̃,𝑛̃𝑞 𝑥̃,𝑛̃ (41)

と表される．ここから，𝑘 𝑥̃,𝑛̃ の期待値は，

E(𝑘 𝑥̃,𝑛̃) = E(𝑝 𝑥̃,𝑛̃)E
(
𝑞 𝑥̃,𝑛̃

)
+ ∇𝑝>𝑥̃,𝑛̃Σ∇𝑞 𝑥̃,𝑛̃ (42)

と近似される．𝑘 𝑥̃,𝑛̃ の分散は，

V(𝑘 𝑥̃,𝑛̃) = E(𝑝 𝑥̃,𝑛̃)2V(𝑞 𝑥̃,𝑛̃) + V(𝑝 𝑥̃,𝑛̃)E(𝑞 𝑥̃,𝑛̃)2

+ 2E(𝑝 𝑥̃,𝑛̃)E(𝑞 𝑥̃,𝑛̃)∇𝑝>𝑥̃,𝑛̃Σ∇𝑞 𝑥̃,𝑛̃ (43)

と近似される．𝑘 𝑥̃,𝑛̃ の境界条件による勾配は，

∇𝑘 𝑥̃,𝑛̃ = E
(
𝑞 𝑥̃,𝑛̃

)
∇𝑝 𝑥̃,𝑛̃ + E(𝑝 𝑥̃,𝑛̃)∇𝑞 𝑥̃,𝑛̃ (44)

と表される．以上より，Tモデルの境界条件の確率
分布から交通状態の確率分布を近似した．

3. 提案手法の性質

提案モデルがもつ性質を示す．提案モデルを用い，
stop-and-go波の波長と周期を求める．まず，stop-and-
go波はペースの時空間的な相関関係分布として現れ
ると論ずる．次に，その符号がどのように変化する
のかを求める．そして，この符号変化の周期と波長
を求める．なお，各 FDのパラメータが区間や車両
ごとに独立である場合と仮定する．

3.1 ペースの相関係数分布と stop-and-go波の関係
Stop-and-go波とは，渋滞中に車両が減速と加速を
繰り返す現象である7)．図-1の通り stop-and-go波で
は，ボトルネックを先頭にした渋滞領域内で高密度
と低密度の領域が交互に発生する．同様に，様々な
交通状態が高い領域と低い領域が交互に発生する．

Stop-and-go波の交通状態の傾向をある基準点近傍
で確認する．このとき，交通状態は車両の進行方向
の近傍の点と似た傾向を示し，車両の進行方向の遠
方の点とは逆の傾向を示す．Stop-and-go波が三角関
数を用いて表せる場合，交通状態の分布とその相関
は図-8になる．図-8において，基準点近傍で正の相
関が得られ，基準点遠方で負の相関が得られると確
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アルゴリズム- 1 Tモデルの計算アルゴリズム
1: for 𝑥 ← (1, 2, . . . , 𝑁𝑥 − 1) do
2: 𝑇E

𝑥̃,0 ← 𝑇E
𝑥̃−1,0 + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂

E
𝑥̃−1,0

3: 𝑇V
𝑥̃,1 ← 2𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝑇

∇
𝑥̃−1,0

>
Σ𝜂∇𝑥̃−1,0

4: 𝑇V
𝑥̃,0 ← 𝑇V

𝑥̃−1,0 + 𝛥𝑛
2𝛿2

𝑥̃−1𝜂
V
𝑥̃−1,0 + 𝑇

V
𝑥̃,1

5: 𝑇∇𝑥̃,0 ← 𝑇∇𝑥̃−1,0 + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂
∇
𝑥̃−1,0

6: end for
7: for 𝑛̃← (1, 2, . . . , 𝑁𝑛 − 1) do
8: for 𝑥 ← (1, 2, . . . , 𝑁𝑥 − 2) do
9: 𝑡

𝑓 ,E
𝑥̃,𝑛̃ ← 𝑇E

𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂
E
𝑥̃−1,𝑛̃

10: 𝑡
𝑓 ,V
𝑥̃+1,𝑛̃ ← 2𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝑇

∇
𝑥̃−1,𝑛̃

>
Σ𝜂∇𝑥̃−1,𝑛̃

11: 𝑡
𝑓 ,V
𝑥̃,𝑛̃ ← 𝑇V

𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛
2𝛿2

𝑥̃−1𝜂
V
𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝑡

𝑓 ,V
𝑥̃+1,𝑛̃

12: 𝑡
𝑓 ,∇
𝑥̃,𝑛̃ ← 𝑇∇𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂

∇
𝑥̃−1,𝑛̃

13: 𝑡𝑐,E𝑥̃,𝑛̃ ← 𝑇E
𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛𝜏

E
𝑥̃,𝑛̃

14: 𝑡𝑐,V𝑥̃+1,𝑛̃ ← 𝛥𝑛𝑇∇𝑥̃+1,𝑛̃−1
>
Σ𝜏∇𝑥̃,𝑛̃

15: 𝑡𝑐,V𝑥̃,𝑛̃ ← 𝑇V
𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛

2𝜏V𝑥̃,𝑛̃ + 𝑡
𝑐,V
𝑥̃+1,𝑛̃

16: 𝑡𝑐,∇𝑥̃,𝑛̃ ← 𝑇∇𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛𝜏∇𝑥̃,𝑛̃
17: 𝑡

𝑓 ,E
𝑥̃+1,𝑛̃ ← 2𝑡 𝑓 ,∇𝑥̃,𝑛̃

>
Σ𝑡𝑐,∇𝑥̃,𝑛̃

18: 𝑎 ← 2
√
𝑡
𝑓 ,V
𝑥̃,𝑛̃ + 𝑡

𝑐,V
𝑥̃,𝑛̃ − 𝑡

𝑓 ,E
𝑥̃+1,𝑛̃

19: 𝛾 ← 𝑡
𝑓 ,E
𝑥̃,𝑛̃−𝑡

𝑐,E
𝑥̃,𝑛̃

𝑎

20: 𝜈1 ← 𝑡
𝑓 ,E
𝑥̃,𝑛̃Φ(𝛾) + 𝑡

𝑐,E
𝑥̃,𝑛̃Φ(−𝛾) + 𝑎𝜙(𝛾)

21: 𝑡𝑐,E𝑥̃+1,𝑛̃ ←
(
𝑡
𝑓 ,E
𝑥̃,𝑛̃

2 + 𝑡 𝑓 ,V𝑥̃,𝑛̃

)
Φ(𝛾)

22: 𝜈2 ←
(
𝑡𝑐,E𝑥̃,𝑛̃

2 + 𝑡𝑐,V𝑥̃,𝑛̃

)
Φ(−𝛾) + 𝑡𝑐,E𝑥̃+1,𝑛̃

23: 𝑇E
𝑥̃,𝑛̃ ← 𝜈1

24: 𝑇V
𝑥̃,𝑛̃ ← 𝜈2 − 𝜈2

1
25: 𝑇∇𝑥̃,𝑛̃ ← Φ(𝛾)𝑡 𝑓 ,∇𝑥̃,𝑛̃ + (1 −Φ(𝛾))𝑡

𝑐,∇
𝑥̃,𝑛̃

26: end for
27: 𝑇𝑁𝑥−1, 𝑛̃

E ← 𝑇E
𝑁𝑥−2,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿𝑁𝑥−2𝜂

E
𝑁𝑥−2,𝑛̃

28: 𝑎 ← 2𝛥𝑛𝛿𝑁𝑥−2𝑇
∇
𝑁𝑥−2,𝑛̃

>
Σ𝜂∇𝑁𝑥−2,𝑛̃

29: 𝛾 ← 𝛥𝑛2𝛿2
𝑁𝑥−2𝜂

V
𝑁𝑥−2,𝑛̃ + 𝑎

30: 𝑇V
𝑁𝑥−1,𝑛̃ ← 𝑇𝑁𝑥−2,𝑛̃V + 𝛾

31: 𝑇∇𝑁𝑥−1,𝑛̃ ← 𝑇∇𝑁𝑥−2,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿𝑁𝑥−2𝜂
∇
𝑁𝑥−2,𝑛̃

32: end for

認できる．よって，stop-and-go波はペースなどの交
通状態の相関係数分布として現れる．

3.2 ペースの相関係数分布の符号変化
式 (10)の解析近似を用いると，Tモデルの共分散

に対して定理 1が成立する．

定理 1 各 FDのパラメータが区間や車両ごとに独立
であり，交通流が自由流状態あるいは渋滞状態に完
全に分類できるとき，車両数 𝑁𝑛，地点数 𝑁𝑥 として，
∀𝑥, 𝑥𝑏 ∈ 0, 1, . . . , 𝑁𝑥 − 1，∀𝑛̃, 𝑛̃𝑏 ∈ 0, 1, . . . , 𝑁𝑛 − 1に対
して，式 (45)と式 (46)が成立する．

位相

交通状態
基準点

正の相関

負の相関
図-8交通状態と相関係数の関係

C(𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃,𝑛̃) = C
(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃

)
+ 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1C

(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃

)
(45)

C(𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃,𝑛̃) = C
(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1

)
+ 𝛥𝑛C

(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝜏𝑥̃,𝑛̃

)
(46)

ただし，式 (45)は自由流状態でのみ成立し，式 (46)
は先行車両を除いて渋滞状態でのみ成立する．

定理 1を証明する．

証明 自由流状態である場合に，式 (10)は，

𝑇𝑥̃,𝑛̃ = 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃ + 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃ (47)

である．C(𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃,𝑛̃) は，共分散の定義より，

C(𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃,𝑛̃) = C
(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃

)
+ 𝛥𝑛𝛿 𝑥̃−1C

(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝜂 𝑥̃−1,𝑛̃

)
(48)

となる．よって，式 (45)が示された．
渋滞状態である場合に，式 (10)は，

𝑇𝑥̃,𝑛̃ = 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1 + 𝛥𝑛𝜏𝑥̃,𝑛̃ (49)

である．C(𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃,𝑛̃) は，共分散の定義より，

C(𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃,𝑛̃) = C
(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃−1

)
+ 𝛥𝑛C

(
𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝜏𝑥̃,𝑛̃

)
(50)

である．よって，式 (46) が示された．以上により，
定理 1が証明された． □

相関係数の符号と共分散の符号は一致するため，
ペースの共分散 C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) の符号を求める．
C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) の符号に関して定理 1 より，定理 2
と定理 3が成立する．

定理 2 自由流状態ならば車両数 𝑁𝑛，地点数 𝑁𝑥 とし
て，∀𝑥, 𝑥𝑏 ∈ 1, 2, . . . , 𝑁𝑥 − 2，∀𝑛̃, 𝑛̃𝑏 ∈ 1, 2, . . . , 𝑁𝑛 − 2
に対して，
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C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) =

≥ 0 𝑛̃𝑏 = 𝑛̃

= 0 𝑛̃𝑏 ≠ 𝑛̃
(51)

が成立する．

定理 3 渋滞状態ならば車両数 𝑁𝑛，地点数 𝑁𝑥 とし
て，∀𝑥, 𝑥𝑏 ∈ 1, 2, . . . , 𝑁𝑥 − 2，∀𝑛̃, 𝑛̃𝑏 ∈ 1, 2, . . . , 𝑁𝑛 − 2
に対して，

C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) =


≥ 0 if |𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 − 𝑛̃ − 𝑥 | < 2

= 0 if |𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 − 𝑛̃ − 𝑥 | > 2

< 0 otherwise

(52)

が成立する．

ある点 (𝑥𝑏, 𝑛̃𝑏) を基準として異なる点 (𝑥, 𝑛̃)
のペースの共分散の符号を求める．このとき，
C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃)の符号は，共分散の性質と中心差分法
より，

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) − C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) (53)

− C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) + C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) (54)

の符号と等しい．最初に定理 2を証明する．

証明 ここで (𝑛̃𝑏, 𝑥𝑏)と (𝑛̃, 𝑥)は互いに置換可能であ
るため，𝑛̃𝑏 ≤ 𝑛̃とおいても一般性を失わない．𝑛̃𝑏 = 𝑛̃

ならば，定理 1より明らかに

C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) ≥ 0

である．
𝑛̃𝑏 < 𝑛̃ならば，このとき，定理 1より，

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) (55)

C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) (56)

である．そのため，C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃)は 0である．よっ
て，定理 2が示された． □

定理 3を証明する．

証明 ここで (𝑛̃𝑏, 𝑥𝑏)と (𝑛̃, 𝑥)は互いに置換可能であ
るため，𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 ≤ 𝑛̃ + 𝑥 とおいても一般性を失わな
い．𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 と 𝑛̃ + 𝑥の差の関係に基づき，以下の 4つ
の場合に分けて考える．
まず，𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 + 2 < 𝑛̃ + 𝑥の場合，定理 1より，

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) (57)

C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) (58)

が成立する．そのため，C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) は 0である．
次に，𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 + 2 = 𝑛̃ + 𝑥の場合，定理 1より，

C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) (59)

が成立する．また，𝑛̃𝑏 < 𝑛̃ならば，定理 1より

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 ) (60)

である．一方で 𝑛̃𝑏 ≥ 𝑛̃ならば，定理 1より

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃−1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 )

−
𝑛̃𝑏∑
𝑖=𝑛̃

𝛥𝑛C
(
𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝜏𝑥̃𝑏+𝑛̃𝑏+1−𝑖,𝑖

)
(61)

である．同様に C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) は定理 1より

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 )

−
𝑛̃𝑏∑
𝑖=0

𝛥𝑛C
(
𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝜏𝑥̃𝑏+𝑛̃𝑏+1−𝑖,𝑖

)
(62)

となる．よって，𝑛̃𝑏 と 𝑛̃ の大小関係に関わらず，
C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) は負である．

3 つめに 𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 + 1 = 𝑛̃ + 𝑥 の場合，定理 1 より
C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃)は

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 )

−
𝑛̃𝑏−1∑
𝑖=0

𝛥𝑛C
(
𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝜏𝑥̃𝑏+𝑛̃𝑏+1−𝑖,𝑖

)
(63)

となる．C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃)は定理 1より

C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃+1,𝑛̃) = C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 )

−
𝑛̃𝑏∑
𝑖=0

𝛥𝑛C
(
𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝜏𝑥̃𝑏+𝑛̃𝑏+1−𝑖,𝑖

)
(64)

となる．よって，C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃)は正である．
最後に 𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 = 𝑛̃ + 𝑥 の場合を求める．まず，

𝑛̃ = 𝑛̃𝑏 のとき明らかに C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) は正の値を取
る．よって，𝑛̃ = 𝑛̃𝑏 + 𝑘 とすると 𝑘 > 0としても一般
性を失わない．そのため，

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−𝑘+1,𝑛̃𝑏+𝑘) = V(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 ) (65)

C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−𝑘−1,𝑛̃𝑏+𝑘) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 ) (66)

C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−𝑘+1,𝑛̃𝑏+𝑘) = C(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 ) (67)

C(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 , 𝑇𝑥̃𝑏−𝑘−1,𝑛̃𝑏+𝑘) = V(𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 ) (68)

となる．よって，

C(𝑝 𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 , 𝑝 𝑥̃,𝑛̃) = V(𝑇𝑥̃𝑏+1,𝑛̃𝑏 − 𝑇𝑥̃𝑏−1,𝑛̃𝑏 ) ≥ 0 (69)

となる．以上より定理 3が示された． □

定理 2より，自由流状態であれば共分散の空間分
布は縞模様が呈しない．一方で，定理 3より，渋滞
状態であれば縞模様を呈すとわかる．定理 3を図示
すると図-9になる．
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時間

位置

𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 − 𝑛̃ − 𝑥 = −2

𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 − 𝑛̃ − 𝑥 = 2

𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 − 𝑛̃ − 𝑥 = −1
𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 − 𝑛̃ − 𝑥 = 0
𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 − 𝑛̃ − 𝑥 = 1

負の相関
正の相関
基準地点

図-9 Stop-and-go波の発生時の相関係数分布

3.3 Stop-and-go波の性質
定理 3より，渋滞状態において不確実性により交

通状態の共分散が縞状の模様を呈するとわかる．こ
の縞模様は，第 3.1節より，stop-and-go波との関係が
ある．ここで，共分散の縞模様の周期と波長を計算
する．計算にあたり，FDのパラメータが同一の区間
番号 𝑗，車両番号 𝑖を考える．
まず，ある区間番号 𝑗 で車両番号 𝑖 での縞模様の

周期 Υ 𝑗 ,𝑖 を計算する．定常状態のペースを 𝑝𝑒 とす
ると，定常状態の車頭時間 ℎ𝑒 は式 (6)より，

ℎ𝑒 = 𝜏𝑗 ,𝑖 + 𝛿 𝑗 𝑝𝑒 (70)

となる．Υ 𝑗 ,𝑖 は，同一地点における時間方向の長さ
である．これは定理 3より 4𝛥𝑛台分の車頭時間であ
るため，Υ 𝑗 ,𝑖 は，

Υ 𝑗 ,𝑖 = 4𝛥𝑛(𝜏𝑗 ,𝑖 + 𝛿 𝑗 𝑝𝑒) (71)

となる．
次に，ある区間番号 𝑗 で車両番号 𝑖 での縞模様の

波長 𝜆 𝑗 ,𝑖 を計算する．このとき，基準地点番号 𝑥𝑏 と
基準車両番号 𝑛̃𝑏 近傍の通過時刻 𝑇 は，全微分を用い
ると，

𝑇 = 𝑇𝑥̃𝑏 ,𝑛̃𝑏 + 𝑝𝑒𝛥𝑛𝛿 𝑗 (𝑥 − 𝑥𝑏) + ℎ𝑒𝛥𝑛(𝑛̃ − 𝑛̃𝑏) (72)

と近似される．式 (72)より時刻が一定の条件での車
両番号と地点番号変化の関係は，

𝑛̃ − 𝑛̃𝑏 = −
𝑝𝑒𝛿 𝑗

ℎ𝑒
(𝑥 − 𝑥𝑏) (73)

となる．縞模様の範囲は，定理 3より −2 ≤ 𝑛̃𝑏 + 𝑥𝑏 −
𝑛̃ − 𝑥 ≤ 2となる．式 (72)の 𝑥 の値域の実際の長さが
𝜆 𝑗 ,𝑖 であるから，𝜆 𝑗 ,𝑖 は，

𝜆 𝑗 ,𝑖 = 4𝛥𝑛𝛿 𝑗
𝜏𝑗 ,𝑖 + 𝛿 𝑗 𝑝𝑒

𝜏𝑗 ,𝑖
(74)

となる．

Stop-and-go波が 𝑡 − 𝑥平面上を伝わる波だと仮定す
る．このとき，ある区間番号 𝑗 で車両番号 𝑖 での位
相速度 𝑐 𝑗 ,𝑖 は，

𝑐 𝑗 ,𝑖 =
𝜆 𝑗 ,𝑖

Υ 𝑗 ,𝑖
=

𝛿 𝑗

𝜏𝑗 ,𝑖
(75)

となる．これは後進波速度と一致する．位相が一定
の点は同一の交通状態を持つため，位相速度は交通
状態が上流に伝播する速度と解釈できる．これはた
だの後進波であり，stop-and-go波ではない．

3.4 既往研究との比較
第 3.4 節では，既往研究1), 2), 7) で明らかにされた
交通流の特性と，提案モデルの性質の関係を述べる．
具体的には，既往研究での stop-and-go-波の機序と提
案モデルでの定式化の関係を述べる．
次に，多くの既往研究2), 7) では，stop-and-go波の
発生に車両内異質性が必要であると指摘されてい
る．提案モデルにおいても，車両ごとの FDパラメー
タが区間ごとに独立であるという仮定のもとでの
stop-and-go波の発生を第 3.1節で示した．ここで，本
モデルにおいて，𝜏𝑗 ,𝑖 がその期待値よりも小さい値を
取る場合の車両を積極的な運転者，𝜏𝑗 ,𝑖 がその期待
値よりも大きい値を取る場合の車両を臆病な運転者
に対応させると，これは Lavalら7) が明らかにした
stop-and-go波の機序と整合的である．また，これら
の対応関係は，Zhengら2) の希望車頭時間変化とも
整合する．

Stop-and-go波の発生には加速度制約が重要である
と指摘されている2), 19)．提案モデルは Lavalら14) が
提案したマクロ交通流モデルの拡張であるため，そ
れには加速度制約が含まれない．ただし，提案モデ
ルでは加速度制約により発生する車頭時間変化を 𝜏𝑗 ,𝑖

の変化により擬似的に再現しているとみなせる可能
性がある．

4. 数値実験

提案モデルの数値実験を 2つの目的のために実施
する．1つめの目的は，解析近似手法の精度の検証
である．2つめの目的は，stop-and-go 波の再現可能
性の検証である．
第一に，本手法の精度を検証する．解析近似手法
は，確率分布の計算のために近似を行った．この近
似の結果として得られた確率分布は真の分布と一般
に一致しないため，近似精度の評価が必要である．
今回は，解析近似手法と，多大なサンプル数を用い
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れば精度の良い数値近似解が得られるモンテカルロ
法で得られた密度の期待値と標準偏差を比較し近似
精度を確認する．
第二に，不確実性による stop-and-go波の再現可能

性を明らかにする．提案モデルで，不確実性の条件
を変更した際に stop-and-go波の発生有無の変化を確
認する．また，その変化が既往研究2), 7) と同様か確
認する．
以下では，まず，数値実験の計算条件を示す．そ

して，得られた結果を示す．最後に，考察を述べる．

4.1 計算条件
ボトルネックのある高速道路を模したシナリオを

用い，渋滞のある交通流での提案モデルの精度と性
質を確認する．そのための計算条件を示す．
計算の際に，ボトルネックを 2 通りで表現する．

自由流ペースボトルネックでは，ボトルネックを自
由流ペースの増加により表す．反応時間ボトルネッ
クでは，ボトルネックを反応時間の増加により表す．
このとき，自由流ペースボトルネックでは，ボトル
ネックで車両は自由流状態になり，反応時間ボトル
ネックでは，車両は追従状態になる．そのために，
反応時間ボトルネックのほうが自然なパラメータ設
定であるといえる．しかし，この設定では解析近似
での stop-and-go波の分析が困難な場合がある（詳細
は第 4.3.d)節で後述）ため，その分析のために自由
流ペースボトルネックを主に用い，反応時間ボトル
ネックの結果は補助的に用いる．
まず，リンクと計算の設定を述べる．対象とする

リンクは全長 500 mの 1車線道路である．計算対象
の車両台数は 40台である．車両離散化幅 𝛥𝑛は 1台
とする．また，地点離散化幅 𝛥𝑥は区間によらず 10 m
で一定とする．
次に，自由流ペースボトルネックでの FDのパラ

メータの設定条件を述べる．𝛥𝑥が区間によらず 10 m
であるため，停車時車頭距離 𝛿 𝑗 も区間によらず 10 m
で一定とする．自由流ペース 𝜂 𝑗 ,𝑖 と反応時間は 𝜏𝑗 ,𝑖

はそれぞれ，全車両と区間で同一の平均値，車両別の
補正量，区間別の補正量，区間と車両別の補正量，の
和で表せられるとする．自由流ペース 𝜂 𝑗 ,𝑖 は，式 (76)
から (80)の通り設定される．ただし，N(𝜇, 𝜎2) は平
均が 𝜇で標準偏差 𝜎であるような正規分布を表す．

𝜂 𝑗 ,𝑖 = 𝜂 + 𝛥𝜂𝑋𝑗 + 𝛥𝜂𝑁𝑖 + 𝛥𝜂 𝑗 ,𝑖 (76)

𝜂 ∼ N(0.05, 0.0062) (77)

𝛥𝜂𝑋𝑗 ∼


N(0, 0.0062) if 0 ≤ 𝑗 ≤ 30

N(0.2, 0.0062) if 30 < 𝑗 ≤ 40

N(0, 0.0062) if 40 < 𝑗 ≤ 50

∀ 𝑗 (78)

𝛥𝜂𝑁𝑖 ∼ N(0, 0.0062) ∀𝑖 (79)

𝛥𝜂 𝑗 ,𝑖 ∼ N(0, 0.0062) ∀ 𝑗 ,∀𝑖 (80)

ただし，𝜂 は区間や車両によらない平均的な自由流
ペースを，𝛥𝜂𝑋𝑗 は区間ごとの自由流ペースの変化量
を，𝛥𝜂𝑁𝑖 は車両ごとの自由流ペースの変化量を，𝛥𝜂 𝑗 ,𝑖

は区間と車両ごとの自由流ペースの変化量を表す．
また，単位は m/sである．反応時間 𝜏𝑗 ,𝑖 は，式 (81)
から (85)の通り設定される．

𝜏𝑗 ,𝑖 = 𝜏 + 𝛥𝜏𝑋𝑗 + 𝛥𝜏𝑁𝑖 + 𝛥𝜏𝑗 ,𝑖 (81)

𝜏 ∼ N(2, 0.72) (82)

𝛥𝜏𝑋𝑗 ∼ N(0, 0.72) ∀ 𝑗 (83)

𝛥𝜏𝑁𝑖 ∼ N(0, 0.72) ∀𝑖 (84)

𝛥𝜏𝑗 ,𝑖 ∼ N(0, 0.72) ∀ 𝑗 ,∀𝑖 (85)

ただし，𝜏 は区間や車両によらない平均的な反応時
間を，𝛥𝜏𝑋𝑗 は区間ごとの反応時間の変化量を，𝛥𝜏𝑁𝑖
は車両ごとの反応時間の変化量を，𝛥𝜏𝑗 ,𝑖 は区間と車
両ごとの反応時間の変化量を表す．また，単位は s
である．
反応時間ボトルネックでの FDのパラメータの設
定条件を述べる．𝛥𝑥 が区間によらず 10 mであるた
め，停車時車頭距離 𝛿 𝑗 も区間によらず 10 mで一定
とする．自由流ペース 𝜂 𝑗 ,𝑖 は，式 (86)から (90)の通
り設定される．

𝜂 𝑗 ,𝑖 = 𝜂 + 𝛥𝜂𝑋𝑗 + 𝛥𝜂𝑁𝑖 + 𝛥𝜂 𝑗 ,𝑖 (86)

𝜂 ∼ N(0.05, 0.0062) (87)

𝛥𝜂𝑋𝑗 ∼ N(0, 0.0062) ∀ 𝑗 (88)

𝛥𝜂𝑁𝑖 ∼ N(0, 0.0062) ∀𝑖 (89)

𝛥𝜂 𝑗 ,𝑖 ∼ N(0, 0.0062) ∀ 𝑗 ,∀𝑖 (90)

また，単位は m/sである．反応時間 𝜏𝑗 ,𝑖 は，式 (91)
から (95)の通り設定される．

𝜏𝑗 ,𝑖 = 𝜏 + 𝛥𝜏𝑋𝑗 + 𝛥𝜏𝑁𝑖 + 𝛥𝜏𝑗 ,𝑖 (91)

𝜏 ∼ N(2, 0.72) (92)

𝛥𝜏𝑋𝑗 ∼


N(0, 0.072) if 0 ≤ 𝑗 ≤ 30

N(2, 0.72) if 30 < 𝑗 ≤ 40

N(0, 0.72) if 40 < 𝑗 ≤ 50

∀ 𝑗 (93)

𝛥𝜏𝑁𝑖 ∼ N(0, 0.72) ∀𝑖 (94)

𝛥𝜏𝑗 ,𝑖 ∼ N(0, 0.72) ∀ 𝑗 ,∀𝑖 (95)
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また，単位は sである．
不確実性の組み合わせは表-2のとおりとする．各

条件の設定は，名称に含まれる文字に基づき決定さ
れる．Aは全車両および区間に共通する平均値の不
確実性を，Sは区間の不確実性を，Vは車両の不確
実性を，I は区間と車両別の不確実性をそれぞれ扱
う場合に条件の名称に含まれる．不確実性がある場
合は自由流ペースボトルネックでは式 (76)から (85)
の，反応時間ボトルネックでは式 (86)から (95)の正
規分布を用いる．一方で，不確実性がない場合はそ
れらの期待値と等しい確定的な実数を設定する．な
お，Dが含まれる場合は不確実性を扱わない設定と
する．
リンク流入時刻の設定を述べる．車両番号 𝑛̃の車

両は時刻 3.4𝑛̃ sにリンク上端に到着するとする．
モンテカルロ法の一回の計算では，上記の確率変

数の値をサンプリングにより実現値を定め，その変
数値の下で確定的な異質性 Tモデル（式 (7)）を計算
し，確定的な解を求める．そして，異なる乱数シード
を用いた 10 000サンプルを集計し，その分布を得る．
自由流ペースボトルネックでの周期と波長の評価

手順を述べる．モンテカルロ法により 10 000サンプ
ルの計算結果を取得し，以下の 3つの手順で計算す
る．一つ目に，各サンプルごとに解析対象とする密
度データを抽出する．周期の解析には，地点 200 m
における 100 sから 136 sまでの時間密度分布を用い
る．波長の解析には，時刻 120 sにおける 100 mから
300 mまでの空間密度分布を用いる．抽出範囲は，確
実に渋滞状態である領域として選択した．なお，T
モデルからは離散的な車両と地点に対する密度が得
られるため，地点ごとに密度を時間方向に区分線形
補間し，特定時刻かつ特定地点における密度を推定
する．二つ目に，各サンプルごとに時間方向あるい
は空間方向に密度分布に対してフーリエ変換を行う．
各サンプルごとに，抽出した密度系列データの平均
密度を計算する．そして，平均密度と各時刻または
各地点ごとの密度の偏差を計算し，偏差に対してハ
ミング窓関数を適用する．その後，ハミング窓を適
用した系列データに対して離散フーリエ変換を行い，
波長および周期ごとのフーリエ振幅を算出する．三
つ目に，全サンプルのフーリエ振幅を集計し，波長
および周期ごとの累積確率分布を求める．

4.2 計算結果
表-3と表-4に各条件ごとの計算結果を示す．ここ

で，モンテカルロ法の単一サンプルに対して高密
度な領域と低密度な領域が交互に存在するならば，
stop-and-go波が発生したとする．ここから，区間と

図-10ボトルネックでの交通容量分布

車両別の不確実性が stop-and-go波の発生に寄与する
とわかる．
自由流ペースボトルネックでの，条件 I，条件ASV，
条件 ASVIでのボトルネックの交通容量の確率密度
分布は図-10となる．図-10の灰色の縦棒は異質性が
ない場合の交通容量を表す．ここから条件 Iと条件
ASVI では異質性により交通容量の期待値が低下し
たとわかる．
それぞれ図-11に条件 Iでの，図-12に条件 ASVで
の，図-13に条件 ASVIでの自由流ペースボトルネッ
クのもとでの解析近似とモンテカルロ法で計算され
た交通状態と相関係数分布を表す．図より条件ごと
に手法によらず同様の密度の期待値と標準偏差の分
布が得られたとわかる．図のペースの相関係数分布
はその位置のペースと基準のペースとの相関係数の
分布を表す．ここで黒丸は相関係数分布を計算する
際の基準を表す．各点の色はその時刻のその位置の
ペースと基準のペースとの相関係数を表す．ここか
ら，条件 Iでは定理 3と同様の結果が得られたとわ
かる．モンテカルロ法の単一サンプルの密度分布は，
計算したモンテカルロ法における，ある一つのサン
プルでの密度分布を表す．この結果は，交通状態の
確率分布に従う，実際に実現する交通状態の 1例で
ある．ここから，条件 Iと条件 ASVIでは stop-and-go
波が発生しているといえる．一方で，条件 ASVでは
stop-and-go波が発生しているといえない．
同様に，反応時間ボトルネックでの条件 Iの結果
を図-14に，条件 ASVIの結果を図-15に示す．図よ
り条件ごとに手法によらず同様の密度の期待値と標
準偏差の分布が得られたとわかる．モンテカルロ法
の単一サンプルの結果より条件 Iと条件 ASVIでは
stop-and-go波が発生しているといえる．
自由流ペースボトルネックにおいて，条件 Iでモ
ンテカルロ法から得られた各サンプルから得られた
周期と波長の累積確率分布は，図-16 となる．特定
の累積確率において振幅が大きいほど，その周期ま
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表-2不確実性の組み合わせ
条件名 平均の不確実性 区間の不確実性 車両の不確実性 区間と車両の不確実性
D なし なし なし なし
A あり なし なし なし
S なし あり なし なし
V なし なし あり なし
AS あり あり なし なし
AV あり なし あり なし
SV なし あり あり なし
ASV あり あり あり なし
I なし なし なし あり
AI あり なし なし あり
SI なし なし あり あり
VI なし あり なし あり
ASI あり あり なし あり
AVI あり なし あり あり
SVI なし あり あり あり
ASVI あり あり あり あり

たは波長の影響が大きいと言える．そのため，周期
と波長はそれぞれ，18 sと 90 mの影響が大きいとわ
かる．

4.3 考察
a) 計算精度
本手法の精度を検証する．2 乗平均平方根誤差

（root-mean-square error: RMSE）を密度の期待値と標
準偏差に対して計算すると自由流ペースボトルネッ
クでは表-3 に，反応時間ボトルネックでは表-4 に
なる．ここから計算誤差が大きくないと言える．自
由流ペースボトルネックにおいて条件 Iでは図-11a
と図-11bを比較すると手法ごとに推定されたおおよ
その密度の期待値が一致しているとわかる．また，
図-11cと図-11dを比較すると手法ごとに推定された
おおよそ密度の標準偏差が一致しているとわかる．
条件 ASVと条件 ASVIでも同様に，図-12と図-13よ
り手法ごとの密度の期待値がおおよそ一致している
と分かる．
b) ボトルネックの交通容量
異質性下では交通容量も確率的に変動する．図-10
から自由流ペースボトルネックにおいて条件 Iと条
件 ASVIでは異質性により交通容量の期待値が低下
したとわかる．この容量低下量は，時間によらず一
定である．このことは，図-11aにおいて，ボトルネッ
ク区間の密度が時間によらずおおよそ一定であると
いう点からわかる．一方で条件 ASVでは交通容量が
低下していないとわかる．以上のことから，区間と

車両ごとの異質性により交通容量が低下するとわか
る．また，条件 I に比べ条件 ASV と条件 ASVI は，
FDパラメータの不確実性が大きいため交通容量の不
確実性が大きい．
c) 不確実性と stop-snd-go波
区間と車両別の不確実性による stop-and-go 波の
再現可能性を明らかにする．そのために，モンテカ
ルロ法で得られた単一サンプルでの密度の分布から
stop-and-go波の発生有無を確認する．そして，密度
分布の縞模様と，解析近似から得られた相関係数分
布の縞模様の関係を考察する．
自由流ペースボトルネックにおいて，条件 Iと条件

ASVIでは図-11fと図-13fより高密度な領域と低密度
な領域が交互に確認できるため，stop-and-go波が発
生しているといえる．一方で条件 ASVでは，図-12f
より衝撃波方向に高密度な領域と低密度な領域が交
互に確認できないため，stop-and-go波が発生してい
ないといえる．同様にすると，表-3と表-4より，ボ
トルネックの設定方法によらず，区間と車両別の不
確実性を含む条件のみ stop-and-go 波が確認できた．
これは，stop-and-go波の再現には区間と車両別の不
確実性が必要であるという既往研究2), 7) の結果と整
合的な結果である．
相関係数分布の縞模様と stop-and-go波の存在，波
長，周期には一定の関係がある．まず，自由流ペース
ボトルネックのもとでの条件 Iと条件 ASVIでは図-
11e と図-13e において，相関係数の符号の正負によ
る縞模様が確認でき，図-11f と図-13bのそれぞれ比
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(a)解析近似による密度の期待値分布
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(b)モンテカルロ法による密度の期待値分布
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(c)解析近似による密度の標準偏差分布
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(d)モンテカルロ法による密度の標準偏差分布
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(e)解析近似によるペースの相関係数分布
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(f)モンテカルロ法の単一サンプルの密度分布
図-11自由流ペースボトルネックでの条件 Iでの計算された交通状態と相関係数分布

較すると，波の時間方向や地点方向の幅がおおよそ
一致している．そして，自由流ペースボトルネック
のもとでの条件 ASVでは図-12eにおいて，相関係数
の符号の正負による縞模様が確認できなかった．こ
れらの結果は，stop-and-go波と相関係数分布の仮説
と対応する結果である．
自由流ペースボトルネックのもとで第 3.3節で求

めた理論的に予測される周期と波長は，式 (71) と
式 (74)より 18 sと 90 mとなる．一方，図-16より，
自由流ペースボトルネックのもとで数値実験によっ
て得られた周期と波長は 18 sと 90 mであり，理論的
予測と一致した．
d) ボトルネックの設定方法と相関係数分布
数値実験ではボトルネックの表現として 2つのパ

ラメータ設定を行った．そのため，これらの設定方
法の違いが相関係数分布にもたらす影響を考察する．
自由流ペースボトルネックと反応時間ボトルネッ
クでは stop-and-go波の発生と相関係数分布における
縞模様の有無の対応において対称的な結果が得られ
た．図-11から図-13より，自由流ペースボトルネッ
クでは，stop-and-go波の発生と相関係数分布におけ
る縞模様の有無の対応が見て取れる．一方で，反応
時間ボトルネックでは，条件 Iでは図-14のように同
様の対応関係が存在するが，条件 ASVIでは図-15の
ように同様の対応関係がない．
この要因として，解析近似における基準となるペー
スの扱いが挙げられる．反応時間ボトルネックでは，
反応時間の変動がボトルネックにおける交通容量そ
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(a)解析近似による密度の期待値分布
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(b)モンテカルロ法による密度の期待値分布
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(c)解析近似による密度の標準偏差分布
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(d)モンテカルロ法による密度の標準偏差分布

0 100 200
Time (s)

0

100

200

300

400

500

Po
sit

io
n 

(m
)

0.3

0.2

0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

Co
rre

la
tio

n 
Co

ef
fic

ie
nt

(e)解析近似によるペースの相関係数分布
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(f)モンテカルロ法の単一サンプルの密度分布
図-12自由流ペースボトルネックでの条件 ASVでの計算された交通状態と相関係数分布

のものを変化させるため，個々のサンプルごとに基
準となるペースが異なる．しかし，解析近似では全
サンプルを通じた単一の期待値，分散，共分散を扱
うため，各サンプル内での偏差を個別に抽出できな
い．その結果として，図-15eにおいて，ボトルネック
の交通容量による大域的な相関係数変化が相関係数
分布に現れたと思われる．対して，自由流ペースボ
トルネックでは，ボトルネック区間における交通容
量が反応時間によらず変化しないため，サンプル間
で比較的共通の基準値となるペースになる．その結
果として偏差が解析近似においても適切に評価され
るため，車両内異質性以外の異質性の有無によらず，
stop-and-go波による縞模様が呈したと考えられる．

5. おわりに

本研究の目的は，異質性と不確実性のもとでのマ
クロ交通流モデルの解析近似手法の開発であった．
この目的を達成するため，まず区間および車両の異
質性を表現可能なマクロ交通流モデルを構築した．
次に，このモデルの交通状態と交通流基本図のパラ
メータを確率変数として扱い，不確実性を導入した
確率的マクロ交通流モデルを定式化した．さらに，
この確率的モデルに対する解析近似手法を提案した．
提案モデルのもとで，stop-and-go波の特性を定性的
と解析的に分析した．そして，数値実験を行い，提
案手法の計算精度を検証した．最後に，異質性と不
確実性が交通流に与える影響を分析した．より具体
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(a)解析近似による密度の期待値分布

0 100 200
Time (s)

0

100

200

300

400

500

Po
sit

io
n 

(m
)

0.00

0.02

0.04

0.06

M
ea

n 
of

 d
en

sit
y 

(v
eh

/m
)

(b)モンテカルロ法による密度の期待値分布
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(c)解析近似による密度の標準偏差分布
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(d)モンテカルロ法による密度の標準偏差分布
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(e)解析近似によるペースの相関係数分布
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(f)モンテカルロ法の単一サンプルの密度分布
図-13自由流ペースボトルネックでの条件 ASVIでの計算された交通状態と相関係数分布

的な分析内容と得られた知見は以下の通りである．
第一に，stop-and-go波の特性を解析的に分析した．

Stop-and-go波の波長と周期を，stop-and-go波と関連
がある相関係数の符号パターンから導出した．その
結果，stop-and-go波の波長と周期と，FDのパラメー
タおよび定常状態の交通状態の関係を理論的に示
した．
第二に，提案手法の近似精度を検証した．モンテ

カルロ法との比較を行った結果，両者の差異は小さ
いと確認できた．
第三に，FDのパラメータの不確実性が stop-and-go

波に与える影響を分析した．数値実験の結果，車両
異質性や区間異質性の相互作用による不確実性のも
とで stop-and-go 波の発生を確認した．これは既往

研究2), 7) で示された，車両内異質性が stop-and-go波
の発生に寄与するという知見の通りである．また，
stop-and-go波と相関係数分布の縞模様に関連がある
とわかった．
今後の課題としては，反応時間によってボトルネッ
クを表すと，相関係数分布を用いて stop-and-go波が
捉えられない点がある．これは，解析近似手法では
各サンプルごとに基準点と参照点の差を捉えられな
いためである．
今後の展望としては，ネットワークへの拡張があ
る．提案モデルは単一の道路リンクを対象とする．
しかし，実際の交通は複雑なネットワーク上で発生
する．そのため，交通ネットワークへの拡張は，より
現実的な状況の分析を可能にする．ネットワークへ
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(a)解析近似による密度の期待値分布
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(b)モンテカルロ法による密度の期待値分布
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(c)解析近似による密度の標準偏差分布
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(d)モンテカルロ法による密度の標準偏差分布
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(e)解析近似によるペースの相関係数分布
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(f)モンテカルロ法の単一サンプルの密度分布
図-14反応時間ボトルネックでの条件 Iでの計算された交通状態と相関係数分布

の拡張における主な課題は，合流部や分岐部といっ
たノードの取り扱いである．
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(c)解析近似による密度の標準偏差分布
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(d)モンテカルロ法による密度の標準偏差分布
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(f)モンテカルロ法の単一サンプルの密度分布
図-15反応時間ボトルネックでの条件 ASVIでの計算された交通状態と相関係数分布

(a)周期の累積確率分布 (b)波長の累積確率分布
図-16自由流ペースボトルネックでの条件 Iでの Stop-and-go波の周期と波長
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表-3自由流ペースボトルネックでの実験結果
条件名 Stop-and-go波の発生 密度の期待値の RMSE（veh/m） 密度の標準偏差の RMSE（veh/m）
D なし 0.000 0.000
A なし 0.035 0.027
S なし 0.034 0.027
V なし 0.029 0.009
AS なし 0.038 0.027
AV なし 0.037 0.032
SV なし 0.027 0.017
ASV なし 0.030 0.033
I あり 0.002 0.003
AI あり 0.043 0.038
SI あり 0.050 0.039
VI あり 0.028 0.017
ASI あり 0.055 0.039
AVI あり 0.055 0.039
SVI あり 0.025 0.014
ASVI あり 0.050 0.042

表-4反応時間ボトルネックでの実験結果
条件名 Stop-and-go波の発生 密度の期待値の RMSE（veh/m） 密度の標準偏差の RMSE（veh/m）
D なし 0.000 0.000
A なし 0.021 0.011
S なし 0.023 0.013
V なし 0.000 0.004
AS なし 0.055 0.021
AV なし 0.030 0.014
SV なし 0.031 0.017
ASV なし 0.057 0.026
I あり 0.002 0.006
AI あり 0.029 0.011
SI あり 0.029 0.012
VI あり 0.003 0.019
ASI あり 0.052 0.037
AVI あり 0.033 0.033
SVI あり 0.032 0.054
ASVI あり 0.054 0.114
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ANALYTICAL APPROXIMATION OF STOCHASTIC TRAFFIC FLOW MODELS
UNDER HETEROGENEITY AND UNCERTAINLY

Kazuma HAYASHI and Toru SEO

Traffic flows are subject to uncertainty and various heterogeneities. These include section heterogeneity
(e.g., curves, gradients, speed limits, and lane configurations) and vehicle heterogeneity (e.g., reaction
times, maximum speeds, and acceleration characteristics). This study incorporates these elements into a
stochastic extension of a macroscopic traffic flow model and proposes a solution method using an analytical
approximation. The properties of the proposed model and the numerical method are verified. Furthermore,
the model is demonstrated to capture and analyze complex phenomena.

20


